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Abstract Ince-Gaussian modes are the third complete family of exact and orthogonal solutions of the paraxial wave
equation following the Hermite-Gaussian and Laguerre-Gaussian modes. Its transverse mode pattern is diversiform,
and the helical Ince-Gaussian modes exist separate spiral vortex structures and carry orbital angular momentum,
which makes Ince-Gaussian modes have broad prospects in the fields of particle manipulation, biomedical, optical
communications and so on, and have attracted a great deal of interests. The theory of Ince-Gaussian beam is
presented in the paper, the methods of generation of Ince-Gaussian mode laser are addressed, and the future
development of high efficient Ince-Gaussian mode laser is disscussed.
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IG模式在操纵微粒 [5]、制备涡旋光束 [6-9]等方面有着独特的应用前景。2011年，Woerdemann等 [5,10]利用
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构，中心暗斑会降低对生命物质的伤害，因此在生物医学方面 [15]具有独特优势。2007年，Chu等 [6]设计了 1个
可以通过控制 IG模式来产生涡旋光束的三透镜结构，翌年又利用相同的装置实现了多重涡旋光束的产生 [16]。
2008年，Ohtomo等 [17]通过控制 HG和 IG光束实现了涡旋光束的输出，同年，Chu等 [18-20]利用 IG模式产生了
涡旋阵列，理论上利用 2个相互垂直且相位差为 π 2 的 IG光场叠加可以形成如棋盘一样的暗纹分布，即涡
旋阵列。
近年来，IG模式因独特性质和潜在的应用前景而成为研究热点，研究人员对 IG模式在二次折射率介
质 [21-23]、热透镜 [24]、强非局域非线性介质 [25-30]、单轴晶体 [31]和大气湍流 [32]等条件下的传输特性进行了详细的研









ø∇2t + 2ik ∂∂z Ψ (r) = 0 , (1)
式中 ∇2t 是横向拉普拉斯算子，r 是位置矢量，k是波数。PWE的最低阶解析解是基本的高斯模式：
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2R(z) - iψGS(z) , (2)
式中，r为半径，ω0 为束腰半径，ψGS(z) = arctan( z zR)为 Gouy相移，ω(z) = ω 0 (1 + z2 z2R) 是激光在 z处的截面
宽度，R(z) = z + z2R z为光波前的曲率半径，其中 zR = kω20 2为瑞利长度。
为获得 PWE在椭圆坐标系下的解析解，首先假设一束沿着 z轴方向传播的光束，其光场表示为
E IG (r) = E(ξ)N (η)exp[ ]iZ(z) ΨG (r) , (3)
式中 E、N、Z为实数方程。
在横截面 z平面定义椭圆坐标：x = f (z)cosh ξ cos η ，y = f (z)sinh ξ sin η ，其中 ξ ∈ [0,∞)、η ∈ [0,2π)分别是
径向和角向椭圆变量，并且 ξ 的等值线为共焦的椭圆，η 的等值线为共焦的双曲线。椭圆半焦距
f (z) = f0ω(z) ω 0，f0是 z=0平面处的半焦距。
将(3)式代入(1)式并分离变量，由于 ΨG (r)自身满足 PWE，可以得到 3个常微分方程
d2Edξ2 - ε sinh 2ξ dEdξ - (a - pε cosh 2ξ)E = 0 , (4)







dZdz = p , (6)
式 中 p、a 为 分 离 的 常 量 ，椭 圆 参 数 ε = 2f 20 ω20 表 示 椭 圆 率 的 变 化 程 度 。 从 (6) 式 可 以 得 到
Z(z) = -p arctan( z zR)。(4)式和(5)式都是因斯方程，需要注意的是通过改写 η 为 iξ ，(5)式可以转变为(4)式，
反之亦然。 (5)式的解被称为带有阶数 p和级数 m 的偶次和奇次因斯多项式，分别表示为 Cmp (η,ε) 和
Smp (η,ε)，其中对于偶函数 0≤m≤p，对于奇函数 1≤m≤p，且 p和m始终具有相同的奇偶性，即 (-1)p - m = 1。
利用级数解，可以得到在椭圆坐标下的 2组独立波动方程解 [3-4]，分别为












kr22R(z) - (p + 1)ψGS(z) , (7)












kr22R(z) - (p + 1)ψGS(z) , (8)
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式中 C和 S为归一化常数，上标 e和 o分别表示偶模和奇模。由于 C00 (η,ε) = 1，带有阶次(p=0,m=0)的 IG模式
是最简单的高斯模式。图 1给出了部分 IG模式的横向光强和相位分布情况，其中相位分布图的黑色和白色
分别对应相位值 0和 π [4]。图 1中的数字分别对应 p和m，可以发现，偶模 IG模式图案会存在如下 2个特点：
m对应双曲节线数，(p-m)/2对应椭圆节线数。
图 1 几种低阶的 IG模式的横向分布。 (a) 偶模 ; (b) 奇模 , ε = 2
Fig.1 Transverse field distributions of several low-order IG modes. (a) even; (b) odd, ε = 2
HG、LG和 IG模式是紧密联系的，其中 HG模式和 LG模式可以看作是 IG模式的特殊形式。当椭圆率参
数 ε→ 0时，IGe,op,m 模式转变为 LGe,on, l 模式，且 m = l，p = 2n + l；当椭圆率参数 ε→ ∞时，IGe,op,m 模式转变为一个
HG nx,ny 模式，对于偶模 IG模式：nx = m ，ny = p - m ，而对于奇模 IG模式：nx = m - 1，ny = p - m + 1。此外，这 3
类模式的任何一类都可以表示为另外一类模式的叠加形式，即 IGM⇔HGM⇔LGM之间可以互相展开。如
图 2[3]所示，IGe5,3在 ε→ 0 时，模式过渡到 LGe1,3，在 ε→ ∞ 时，模式过渡到 HG3,2 ，并且 IGe5,3可以用 LG模式展
开为 IGe5,3 = 0.79LGe0,5 - 0.35LGe1,3 - 0.5LGe2,1。
图 2 IG模式与 LG和HG模式之间的联系
Fig.2 Relationship of IG modes with LG and HG modes
可以通过线性组合偶模和奇模 IG模式得到螺旋 IG模式(HIG)[4,33-34]，其数学表达式为
HIG±p,m = IGep,m (ξ,η,ε) ± iIGop,m (ξ,η,ε) , (9)
式中±表示旋转方向。HIG模式存在 N = [ ]1 + (p - m) 2 个椭圆环和m个分离的内在涡旋。对于一个给定的
HIG模式，相位奇点 xj = f cos ηj 主要分布在内焦线( ξ = 0 )上，其中 j = 1,⋯,m ；ηj 是因斯多项式 Cmp (η,ε)在区
间 (0,π)上的零点。HIG光束在构造椭圆光学镊子和原子陷阱、以及研究微粒或原子的角动量转移方面有广
阔的应用前景，因此得到了研究人员的高度重视。
图 3[35]给出了偶模 IG模式和奇模 IG模式通过线性叠加得到的 HIG模式。图 3第 1行为光强分布情况，
第 2行为其对应的相位分布情况，相位图中的颜色由黑到白表示相位从 -π 到 π ，模式下标(4,4,2)分别表示
3
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(p,m, ε )。从图 3可以看出，HIG+4,4,2拥有 4个分离的涡旋结构，每个涡旋的拓扑荷为 1，总拓扑荷为 4。
图 3 偶模和奇模 IG模式构成HIG模式






利用相同的 IG模式可以得到涡旋光束或涡旋阵列，如图 4(a)所示的 IGo3,1模式光束经过由透镜构成的模
式转换器后得到图 4(b)所示的涡旋光束 [17]。利用 2个相互垂直且相位差为 π 2的 IG光场叠加可以形成如棋
盘一样分布的涡旋阵列 [18-20]，如图 4(c)所示的 IGe7,7 模式光束经过由道威棱镜构成的Mach-Zehnder干涉仪
后得到图 4(d)所示的涡旋阵列。
图 4 由 IG模式构成的涡旋光束和涡旋阵列光束
Fig.4 Formation of vortex beam and vortex array beam from IG modes
另外，Bandres等 [37-39]提出了复宗量 IG模式，证明其为继复宗量 HG模式和复宗量 LG模式之后的第 3类
近轴波动方程的准确解和双正交的复宗量解，并将 IG模式推广到广义 IG模式。
3 IG模式激光光束的产生方法




振幅和相位调制主要是通过空间光调制器(SLM)来实现的，早在 2006年 Bentley等 [33,35]就利用液晶显示
器产生了 IG光束和 HIG光束。2011年，Woerdemann等 [5,10]采用液晶空间光调制器(LCSLM)获得了 IG模式，
其实验装置如图 5所示。实验中首先利用计算机将设计好的全息图加载到 LCSLM上，然后将激光器产生的
高斯光束入射到 LCSLM上，反射的光可以得到预想的 IG模式光束。根据不同的计算全息图可以得到不同
的 IG模式，而且这些 IG光束可以实现对粒子的控制，如图 6所示。
2013年南非的 Ngcobo等 [40]设计了一种模式可控数字激光器，装置结构如图 7所示，将 LCSLM作为谐振
腔的 1个反射镜，通过计算机对 LCSLM进行操纵，可以获得包括 IG模式在内的各种所需模式，如图 8所示。




53, 020002(2016) 激光与光电子学进展 www.opticsjournal.net
020002-
进行空间光调制产生 IG光束。
图 5 基于 LCSLM获得 IG模式的实验装置和聚焦平面附近的结构示意图
Fig.5 Experimental setup of generating IG mode based on LCSLM and configuration in the vicinity of the focal plane
图 6 微粒排列显微结构(底部)和对应的 IG强度图样(顶部)








图 9 腔内产生 IG模式的实验装置图
Fig.9 Experimental arrangement for generation of IG modes in a laser cavity
图 7 数字激光器示意图
Fig.7 Schematic of the digital laser
图 8 数字激光器产生的高阶模式
Fig.8 Higher-order modes created with the digital laser
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方法打破谐振腔的对称性产生了不同的 IG模式，实验装置如图 9所示。实验采用 808 nm 的激光二极管
(LD)抽运，图 9中 C为准直透镜，AP为变形棱镜组，用来降低抽运光束的像散，F为聚焦透镜，OC为输出耦合
镜，NG和 RG分别为非彩色和彩色玻璃滤光器。实验晶体采用厚度为 1 mm、掺杂 Nd离子的粒子数分数为
2%的 Nd∶YVO4晶体，采用平凹腔结构，出射波长为 1064 nm。抽运功率为 100~300 mW，产生低阶模式的输
出功率为 20 mW。该实验通过轻微破坏腔的对称性第 1次实验验证了 IG模式的存在，但输出功率很低，稳
定性不强，通过电荷耦合元件(CCD)得到图像如图 10所示。图中符号(#)、(&)、(%)、(@)分别表示：Ro=30 cm，
L=29.5 cm，未添加十字线；Ro=30 cm，L=29.5 cm，添加十字线；Ro =30 cm，L=10 cm，未添加十字线；Ro=
7.5 cm，L=6.8 cm，未添加十字线。其中 Ro表示OC的曲率半径，L表示激光器腔长。
图 10 CCD观测到的偶模 IG模式
Fig.10 Beam intensity patterns of even IGMs measured with the CCD camera
2007年，Ohtomo等 [44-45]通过倾斜谐振腔的方法，分别利用 LiNdP4O12 (LNP)和 Nd∶GdVO4晶体 [44]以及
Nd∶YAG陶瓷材料 [45]实现了微片固体激光器单频 IG模式激光输出。实验装置图如图 11所示。通过倾斜谐
振腔来打破腔的对称性，实现 IG模式的振荡。实验中，M1和M2这 2个透镜与激光晶体封装在一起，为了方
便整体倾斜，其角度倾斜范围为 0 < θ < 30 mrad。





而对于 Nd∶GdVO4晶体，采用厚度为 1 mm、a切割、掺杂离子 Nd的粒子数分数为 3%的晶体作为工作物
质，抽运阈值功率为 20 mW，斜效率为 13%。Nd∶GdVO4的热传导系数大约是 LNP的 4倍，所以温度对 Nd∶
GdVO4晶体的影响要小于 LNP，当增大抽运功率时，会得到更多的 IG模式。
图 11 倾斜谐振腔产生 IG模式的实验装置图
Fig.11 Experimental setup for generation of IG modes by tilting the resonator
对于 Nd∶YAG陶瓷材料，采用厚度为 1 mm、掺杂离子 Nd的粒子数分数为 1.2%的 Nd∶YAG陶瓷材料作
为增益介质，其抽运功率阈值为 40 mW，斜效率为 6%。通过倾斜谐振腔的方法可以不用在腔内加入十字线，
实验操作更为简单直接。
2013年 Dong等 [46-47]在倾斜抽运下采用 Cr，Nd∶YAG双掺自调 Q激光晶体在被动调Q微片激光器中直接
产生了高效的纳秒量级的 IG光束，实验原理如图 12所示。
实验所用的 Cr,Nd∶YAG双掺晶体厚度为 1.8 mm，该晶体中 Nd离子的粒子数分数为 1 %和 Cr离子粒子
数分数为 0.01%，利用 808 nm的 LD端面抽运，在吸收抽运功率为 8.2 W时，平均输出功率超过 2 W，对应的
光-光转换效率为 25%，同时产生了不同纳秒量级的 IG模式，如图 13所示，其最高峰值功率超过 2 kW。该实
6




图 12 LD抽运 Cr,Nd∶YAG自调Q微片激光器产生 IG光束的示意图
Fig.12 Schematic diagram of the laser-diode pumped Cr,Nd∶YAG self-Q-switched microchip laser for
generation of IG beams
图 13 不同吸收抽运功率下 Cr,Nd∶YAG自调Q微片激光器产生的 IG光束横向强度分布。(a) 1.3 W; (b) 1.7 W; (c) 2.2 W;
(d) 3.5 W; (e) 3.9 W; (f) 4.3 W; (g) 4.8 W; (h) 5.6 W; (i) 6.5 W; (j) 7.3 W; (k) 7.8 W; (l) 8.2 W
Fig.13 Various IG beam transverse intensity distributions observed in Cr,Nd∶YAG self-Q-switched lasers
under different absorbed pump power levels. (a) 1.3 W; (b) 1.7 W; (c) 2.2 W; (d) 3.5 W; (e) 3.9 W;
(f) 4.3 W; (g) 4.8 W; (h) 5.6 W; (i) 6.5 W; (j) 7.3 W; (k) 7.8 W; (l) 8.2 W
增益控制和损耗控制的方法也是产生 IG模式的一类重要方法，其中利用增益控制激励 IG模式在腔内






Fig.14 Schematic diagram of off-axis pump
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段的形状。理论上通过这种方法可以得到所有的 IG模式。该设计通过计算机仿真验证了其可行性。
图 15 谐振腔内的不透明线条。 红线表示椭圆线 ,蓝线表示双曲线或直线




情况。实验采用Nd∶GdVO4/Cr4+∶YAG晶体，其中 c切割的Nd∶GdVO4晶体厚度为 0.4 mm、掺杂Nd离子的粒子
数分数为 2%，[111]方向的 Cr4+∶YAG晶体厚度为 0.2 mm、初始透射率为 89%。实验最终得到了脉宽 500~
600 ps的 IG光束，重复频率变化范围为 7~16 kHz。在入射抽运功率为 0.16 W时，IGe0,0模式出现，此时光-光
转换效率为 6.9%；当入射抽运功率增加到 2.37 W时，可以得到脉宽为 568 ps、峰值功率为 7.2 kW的 IG模式。
图 16 平均输出功率随入射到 Nd∶GdVO4晶体上抽运功率的变化曲线




表 1 在固体激光器中产生 IG模式的参数对比



































































率的 IG模式激光输出就成为今后的主要研究方向，并为 IG模式激光的应用提供有力支撑；固体激光器中 IG
模式的产生机理还有待完善；控制固体激光器中 IG模式进行激光输出是一个重要的研究方向，探索如何利
用抽运源、增益材料和谐振腔等参量对 IG模式进行精确控制是其重要研究内容；IG模式光束的应用研究可
以借鉴 LG模式和 HG模式的一些应用研究成果，例如 LG光束所拥有的轨道角动量可作为自由空间光通信
中的信息载体，同样携带轨道角动量的 HIG光束未来可应用到信息传输等领域。
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